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4.3.Kritéria stability
Vycislenie korenov charakteristickej rovnice vyssieho nez druhého stupna je pracna
¢innost’ aj s pouzitim vypoctovej techniky. Preto boli zostavené matematické kritéria, ktoré
umoziuju z charakteristickej rovnice uréit, ¢i su jej korene so zapornou realnou ¢ast'ou alebo
nie, a tym urcit’ stabilitu obvodu, bez toho, aby sme museli danua rovnicu riesit’.

algebrické

Hurwitzovo [ - --'kladnost’ determinantov

zniZovanie stupna

Routh-Schurovor-- - - charakteristickej rovnice

kritéria
stability

Michajlov- | ___krivka H(jw)

Leonardovo (z charakteristickej rovnice)
|

Nyquistovo __ frekvencna charakteristika

rozpojeného obvodu G(jw)

Uvedieme si dve algebrické kritéria (algebrickymi Gpravami koeficientov
charakteristickej rovnice uré¢ime, ¢i su jej vSetky korene so zapornou realnou ¢astou alebo
nie, a tym stabilitu) a dve frekvenéné kritéria (zostrojime frekven¢nt charakteristiku a z jej
tvaru posudime stabilitu). Kritérii stability je viac, ale tu uvedené patria medzi
najpouzivanejsie.

Dalej budh tieto kritéria uvedené bez dokazov s dérazom na ich praktické pouzitie.
4.3.1. Hurwitzovo kritérium
Majme danu charakteristicka rovnicu (52)

a,s"+ .. +a;s+ay =0

v ktorej je splnena nutna ale nepostacujuca podmienka stability, teda existencia a kladnost’
vsetkych koeficientov. Utvorme z tychto koeficientov determinant n-tého stupna podl'a
nasledujtacej schémy (tzv. Hurwitzov determinant)

Ap_1 Qp_3 Qyu_s 0 0:0:0

a, Gp_p Qp_y4 0 0:0:0

0 ayq Gps 0 0:0:0

0 a, ap,, 0 0:0:0

0 0  ap 0 0{0:0

H,=| 0 0 a, 0 0:0i0
0 0 0 a; a; i 0 0

0 0 0 ay a;iapi 0
0 0 0 - as as; a, | 0
00 0 ag a, a, dag

Z tohto determinantu H, , ktory je n-tého stupna (n riadkov, n stipcov) utvorime )
subdeterminanty Hy.1 az H tak, Ze vzdy vynechame posledny riadok a posledny stlpec.

Hurwitzovo kritérium: Obvod je stabilny (korene charakteristickej rovnice si
zaporné alebo maju zapornu realnu ¢ast’), ked’ determinant H, a vsetky
subdeterminanty Hy.; az H; si kladné (n je stupen charakteristickej rovnice). Ak je
niektory z determinantov nulovy, je obvod na hranici stability.
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Toto je potrebné spresnit’. Tato aplne vSeobecna podmienka sa da spresnit’ pre
jednotlivé stupne obvodov. Za¢neme obvodom, ktorého charakteristickd rovnica je 2. stupiia

a,s?+ a;s+ay =0

Ak su vsetky koeficienty ag, ai, a kladné, je splnena, v tomto pripade nutna a postacujuca,
podmienka stability a nie je potrebné d’alsie vysetrovanie.

Pri obvodoch, ktorych charakteristicka rovnica je 3. stupia
ass® + ays? + a;s+ay =0
potom pri kladnosti koeficientov staci, aby bol H, > 0
Pri obvodoch, ktorych charakteristicka rovnica je 4. stupna

a,s* + azs3 + as? + ays+ay =0

. o ) o Stupers Nutna Dalsia nutna
Je postacujucou podmienkou stability: Hz > 0 P podmienka podmienka
Pre obvody s charakteristickou rovnicou 2. -
5. stupna 3. Kladnost’ H, >0
4. koeficientov H; >0
5 4 3 2 — 3
+ + + +a;s+ag =0
ass a4s. ass | a,s .c.zls ao. 3 H, >0 H, >0
musi pre splnenie podmienok stability platit, ze ] .
H, > 0aH, > 0.Zhrnutie je v tab. 6. Tab.6  Hurwitzovo kritérium
Priklad 31:
Urcte stabilitu regulacného obvodu podl’a Obr. 58.
RieSenie: Prenos rozpojeného obvodu je 1 y
G — (142 1 _ 3s5+1 Os(s) = 0,3s3+s2+2s+1
o(s) = ( + g) 0,353+52+25+1  0,95%+353+652+3s Y
Z neho ziskame charakteristicka rovnicu rozpo- Go(s) =1+ 1 1.8 W
jeného obvodu podla (54) M(s) + N(s) = 0 " 3s
0,9s*+3s3+652+6s+1=0 Obr. 58

Vidime, Ze je splnena nutna podmienka kladnosti v§etkych koeficientov a preto
zostavime determinant Hs a vycislime ho

3 6 0
H; =109 6 1|=66,6
0 3 6

Determinant Hs je kladny a preto je regulacny obvod stabilny.

Priklad 32:
Pre aké hodnoty integra¢nej ¢asovej konstanty T; PI regulatora zapojeného v obvode
podrla obr. 59 je regula¢ny obvod stabilny?

RieSenie: Prenos rozpojené¢ho obvodu je

Go(s) = mro (1 + %) = % —V’®—’ Gs(s) = —S(3sl+ D s
a Z neho charakteristickd rovnica UL I o W
3T;s3 + Tis24Tirgs + 15 = 0 Gr(9) =T (1 * ﬁ)
Za predpokladu ro, T;> 0 su vSetky koeficienty Obr. 59

kladné (nutna podmienka stability) a Hurwitzov
determinant H, ma tvar
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H2:

T; To | _
|3Ti TirO - TirO(Ti - 3)
Aby bol obvod stabilny, musi byt H,> 0 a to znamena T;> 3 [s]. Pri T; = 3[s] bude obvod na

hranici stability, pretoze determinant je nulovy. Konstanta ro (zosilnenie regulatora) nema
v tomto pripade na stabilitu vplyv.

Priklad ukazuje, ze Hurwitzovym kritériom mdzeme pomerne I'ahko uréit’ rozmedzie
jednotlivych parametrov, pre ktoré je obvod stabilny.
4.3.2. Routh-Schurovo Kritérium
Kritérium vychadza opét’ z charakteristickej rovnice obvodu (52)
a,s"+ .. +a;s+ay =0

a je to v podstate algoritmus, podl'a ktorého vykonavame postupnt redukciu charakteristickej
rovnice na rovnicu nizsieho stupna, az sa dostaneme k rovnici druhého stupna.

IRouth-Schurovo kritérium: Regulaény obvod je stabilny, ked’ si koeficienty
vSetkych rovnic po postupnej redukcii charakteristickej rovnice kladné.

Schéma redukcie je nasledujtca:

e napiSeme koeficienty charakteristickej rovnice do riadku od najvyssej mocniny po

e podciarkneme parne koeficienty v poradi (kazdy druhy),

e kazdy pod¢iarknuty koeficient nasobime podielom dvoch najvyssich koeficientov
a,/a,_1 a vysledok napiSeme do druhého riadku posunuty o jedno miesto vl'avo,

e druhy riadok (ktory ma ¢leny vzdy objeden prvého riadku) od¢itame od prvého riadku
a dostaneme treti riadok,

o koeficienty tretieho riadku su koeficienty redukovanej rovnice - o jeden stupen nizsej,
nez bola povodna rovnica, lebo na mieste najvyssieho koeficientu sme dostali nulu.

an
an an—1 an—2 ap-3 Ap—s Ap_q
— —_— n—
n—1 n-3 n->5
an—1 an—1 an—1
an an
0 an-1 an-2 — (a 1) an-3 an-3 An-4 — (a 1) An-5
n- n-—

e redukciu vykonavame tymto sp6sobom d’alej, az na rovnicu 2. stupia (tri koeficienty).
Nulu na zaciatku radu koeficientov neuvazujeme. Koeficienty vo vsetkych redukovanych
rovniciach musia byt kladné. To je podmienka stability.

Priklad 33

Urcte stabilitu Vv 1 y
regulaéného obvodu zadaného Q i) Gs(s) = 0,33s5 + s* + 1,6653 + 452 + 25 + 2
na Obr. 60. U

Riesenie: Najprv, ako Ga(s) = 1+ — [T
obvykle, uréime prenos 3s
rozpojeného obvodu Obr. 60

G()_<3s+1> 1 _ 3s+1
o) =35 03355 + s* + 1,665 + 4s° + 2s +2 S8+ 35% + 55* 4+ 1253 + 652 + 65

Charakteristicka rovnica obvodu je
(1)s® +3s° +55*+ 1253+ 652 +95s+1=0
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(ags® + ass® + a,s* + azs® + a,s% + a,s + a, = 0) vieobecny tvar rovnice
1.3 5 12 6 1| @) Podl'a daného algoritmu Routh-
Schurovho kritéria vykoname postupnu redukciu
0 3 o 1 12 o 3 9 o 1 ‘ (3) stupna charakteristickej rovnice. (Pre vac¢siu

3 9 3 nazornost’ su koeficienty charakteristicke;j
0 1. 3 3 6 1 ‘ (173)  rovnice najvyssieho stupna zapisané farebne).

0 3 1 6 1 ‘ 3) Koeficienty pri vSetkych stupnoch rovnic
3 & su kladné a preto je obvod stabilny.

0 1 3 1

4.3.3. Michajlov-Leonhardovo kritérium
Je to frekvencéné kritérium, ktoré vychadza z charakteristickej rovnice obvodu (52)

a,s"+ .. +a;s+ay =0
Z lavej strany tejto rovnice utvorime funkciu
H(s) = a,s™ + ... +a;s+a, (55)
kde s je rovnako ako v charakteristickej rovnici (52) komplexna premenna.

Kritérium hodnoti stabilitu podl'a krivky, ktor opise koncovy bod charakteristického
vektora H(jw) v komplexnej rovine pri zmene frekvencie o od 0 do «. Vektor H(jw) vznikne
z charakteristickej funkcie (55) dosadenim s = jw

H(jw) =a,(jo)" + .. +a,(jw)+ay (56)
Tuto krivku nazyvame krivkou H(jw) alebo tiez Michajlovov-Leonhardovou krivkou.

IMichajlov-Leonhardovo kritérium: Aby bol regulaény obvod stabilny, musi
Michajlov-Leonhardova krivka H(jw) za¢inat’ na kladnej realnej polosi komplexnej
roviny a s rastacim o od 0 do co musi prejst’ postupne (tzn. v poradi) v kladnom zmysle
(proti pohybu hodinovych ruci¢iek) toPkymi kvadrantmi, kol’kého stupiia je
charakteristicka rovnica.

Napr. pre rovnicu 3. stupiia je obvod stabilny alebo nestabilny, ak ma krivka H(jw)
priebeh podra obr. 61.

Im Im Im w= Im w=g |Im

‘i&(jw) H(w)
ﬁg\gzo o) wZORe J{"G | w:ge \\jlge \'Re: ’

=00 oo (V=0
stabilny na hranici stability nestabilny nestabilny nestabilny
Obr. 61

Krivku H(jw) nie je potrebné vzdy kreslit’ celu, postaéi len vypocitat’ polohu jej
priesecnikov s osami suradnic. V tom pripade sa realna a imaginarna cast’ vyrazu H(jw)
polozi rovné nule a z toho sa vypocitaja frekvencie spomenutych priesecnikov. Z frekvencii
sa potom urci ich poloha a z polohy I'ahko ur¢ime priebeh celej charakteristiky.

Ve V = 1 y
Priklad 34 Gs(9) = So1s ¢ (0,55 + 1)

Uréte stabilitu regulaéného obvodu L
u

podl'a Obr. 62.

1
Gr(s) =50 <1 + m + 0,15)

Obr. 62
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Riesenie: Prenos rozpojeného obvodu je

G — -
0(s) 0,055 + 0,653 + 52

1 50(1+L+01s) 5s% 4 50s + 100
s(0,1s +1)(0,5s + 1) 0,5s
Charakteristicka rovnica je
0,05s* + 0,65° + 652 + 50s + 100 = 0
Michajlov-Leonhardov vektor
H(jw) = 0,05(Gw)* + 0,6(jw)® + 6(jw)? + 50(jw) + 100 = (&05(»4 —6w? + 100 + jw (50 — 0,6w?)

Y~
Re Im

Pre tento vyraz zostrojime na zaklade Tab. 6 Michajlov-Leonhardovu krivku H(jw) — Obr. 63.
PretoZe stupen charakteristickej rovnice je n=4 a krivka prechadza v kladnom zmysle styrmi
za sebou idacimi kvadrantmi, je regula¢ny obvod stabilny.

) Re Im 200 17

00 | 1000 | 00

05 985 | 249 150 -

1.0 941 | 494

20 768 | 952 100 -

30 501 | 1338 50 -

40 168 | 1616 ) Re

50 | -188 | 1750 - 0 - -
-100 -5 50 100 150

6,0 '51,2 170,4 _50 i

7,0 -74,0 1442

8,0 -79,2 92,8 -100 \)

9,0 -58,0 12,6

95 342 | -394 -150 -

10,0 00 | -1000 Obr 63
102 | 170 | -126.7

112 | 1341 | -2830 | Tab.6

4.3.4. Nyquistovo kritérium
Je to frekvenéné kritérium, ktoré je zalozené na znalosti priebehu frekvencnej
charakteristiky rozpojeného obvodu. Mo6ze byt’ pouzité aj pre regulacné obvody s dopravnym
oneskorenim, kde nie je mozné pouzit algebrické kritéria. Dal3ou jeho vyhodou je to, Ze
nemusime poznat’ ani analyticky tvar prenosu rozpojeného obvodu, sta¢i experimentalne
ziskana frekvencna charakteristika. A oproti algebrickym kritériam ma prednost’ tiez v tom,
ze stabilitu skaimame nielen z kvantitativneho hl'adiska (stabilny ¢i nestabilny), ale aj
z hradiska kvalitativneho, do akej miery je obvod stabilny.
Kritérium vychadza z prenosu rozpojen¢ho obvodu (36), ktory si podl'a (53) mézeme
vyjadrit’ v tvare podielu polynomov
M(s)
Go(s) = Gr(s)Gs(s) = m
K prenosu rozpojeného obvodu Gy(S) zostavime frekvenény prenos rozpojeného
obvodu Gy(jw) a znamym sposobom zostrojime frekvenént charakteristiku rozpojeného
obvodu.
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Priklad 35
Vysetrite stabilitu regulacného obvodu podrla Obr. 65.

1

y

Ak prechddza frekven¢na charakteristika

rozpojeného obvodu kritickym bodom -1, je obvod
na hranici stability.

INyquistovo kritérium: Regulaény obvod

je stabilny, ak kriticky bod [-1, 0] leZi vI’avo od
frekvencnej charakteristiky rozpojeného
obvodu Gy(jw) pre frekvencie w od 0 do oo.

Priebeh charakteristik pre stabilny obvod,

pre obvod na hranici stability a pre nestabilny
obvod je na Obr. 64.

RieSenie: Prenos rozpojeného obvodu je
1
s(s+1)(10s + 1)

Frekvencny prenos Go(jw) rozdelime na

Go(s) =

realnu a imagindrnu ¢ast’ a zostrojime
frekven¢nu charakteristiku rozpojeného obvodu
v komplexnej rovine (Tab. 7, Obr. 66).

—11w?

w-10w3

Re

12104+ (w—10w3)? ]121w4+(w—10a)3)2

-2,50

,00 -0,50 0,00
-0,1 -

0,2 -
0,3 -
04 -
0,5 -
-0,6 -

-0,7 -

Obr. 66

Kriticky bod [-1, 0] lezi vlavo od frekven¢nej charakteristiky Go(jw) a preto je obvod

Gs(9) = sF D105 + 1)
u
1
Gr(s) = S
Obr. 65
Go(jw) =

(0] Re Im
0,20 -2,115 | -0,577
0,21 -1,947 | -0,471
0,23 -1,661 | -0,309
0,25 -1,428 | -0,195
0,27 -1,237 | -0,113
0,32 -0,910 | 0,000
0,38 -0,623 | 0,066
0,45 -0,430 | 0,089
0,60 -0,219 | 0,086
1,00 -0,054 | 0,045

10,0 0,0 0,0

Tab. 7
stabilny.
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